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Introduction

Ce travail a été tiré de |'article de Foata et Han [5] intitulé Fix-Mahonian Calculus, Il :
further statistics. Ces deux auteurs ont construit récemment des statistiques multivariables
sur le groupe symétrique .S,,. Par des bijections classiques telles que la seconde transformation
fondamentale de Foata, et des nouvelles transformations qu'ils ont construites, entre autre
les transformations ® et F3. lls ont réussi & montrer que certains triplets (ou paires) de
statistiques multivariables sont équidistribués & des statistiques classiques introduisant le
nombre de points fixes : L'une d'entre elles est le triplet (fiz,des,maj) ou fixo, deso
et maj o sont respectivement le nombre de points fixes, le nombre de descentes et I'indice
majeur de o. Cette derniére est une statistique mahonienne bien connue. Ce qui justifie le
titre de ce mémoire.

Rappelons que fix, des et maj sont définies par : (o € S,)

fixo = Z x(a(i) = 1)

deso = ix(a(i) >o(i+1))

n—1
majo = Zix(a(i) >o(i+1))

i=1
1 si A un énoncé vrai
0 sinon '
L'ensemble des 1 < i < n tels que o (i) = i est I'ensemble des points fixes de o noté F1X o.
L'ensemble des 1 < i < n — 1 tels que o(i) > o(i + 1) est I'ensemble des descentes de o
noté DES 0.
Onaalors majo =3, ppg,i-
Tout o € S, tel que FIX 0 = () est appelé un dérangement de [n] := {1,...,n}. On note
D,, I'ensemble des dérangements de [n].
Une autre statistique bien connue est le nombre d'inversion inv. Elle est définie par :

ot x(A) = {

invo = iZX(O’(i) > (7)) (o0 €8Sy)

i=1 j>1

On peut généraliser ces statistiques sur I'ensemble des mots.
Pour des raisons de simplification, nous adoptons les notations suivantes : Soit A un ensemble
non vide. On note
— My I'ensemble des mots w = x; ... x, tels que z; € A pour tout 1 <i <n.
On convient que le mot vide e appartient 3 M 4.
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— S I'ensemble des mots w = x1...2z, € M, de longueur n, o n = #A, tels que
x; # x; pour i # j.
Spn) n'est autre que le groupe symétrique S,,.
Soit w € My. On définit exactement fix w, desw, majw et invw comme dans le cas de
oe€sS,.

0.1 Reéduite d’'un mot sans répétition

Définition 0.1.1 Soient A une partie de N* telle que |Al=n (n>1) etw =1x1...x,

€ Sa. Soit gy ... xge(n) le réarrangement du mot w par ordre croissant.

On a appelle réduite de w et on note redw le mot de longueur n déduit du mot w en
remplacant chaque xg(;y pari (1 <i<n).

Ex:red(48351)=35241.

Proposition 0.1.2 Soit A C N¥,

Al = n. Alors red est une bijection de Sy sur S,.

Définition 0.1.3 (Dérangement d’'une permutation) Soit ¢ une permutation de [n]
ayant n —m points non fixes x;, ..., x; . (j1 < -+ < jnm)-
On appelle dérangement de o et on note Der o la réduite red xj, ... x;, . .

Proposition 0.1.4 Soit F' = {iy,...,in} C[n] et S, p={0€ S5,/ FIX0o=F}.
Alors Der est une bijection de S,  sur Dy,_,.

Définition 0.1.5 (Décomposition fixée) Soit o € S, .
Le couple (F, Der o) est appelé la décomposition fixée de o.
(F, Der o) détermine entiérement o.

Définition 0.1.6 (Désarrangement) Soit w un mot non vide de N.

On dit que w est un désarrangement si w peut s'écrire sous la forme w'w” o w' est un mot
décroissant maximal de longueur paire.

En particulier, siw = x1...x, avec x; = n+ 1 — 1, alors w est un désarrangement si et
seulement si n est pair. On convient que x, 1 = 0.

On note K,, I'ensemble des désarrangements de S,,.

Définition 0.1.7 (Décomposition pixée) Soit o € S,,.
Alors o peut s'écrire d’'une maniére unique sous la forme oPo
et redo? est un désarrangement de S,,_,, (m = |o?|).

Les éléments de o sont appelés points pixés de o. On note PIX o I'ensemble des points
pixés de o, piz o = #PIX o et Desar o = red o?.

(PIX o, Desar o) est appelé la décomposition pixée de o.

(PIX o, Desar o) détermine entiérement o.

4 ot oP est un mot croissant

Ezr:Soitc=467853192¢€ 5.
oP=467et0?=853192;
PIX o0 =1{4,6,7} et pixo = 3;
Desaro =red853192=543162;
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0.2 Autres statistiques

Définition 0.2.1 (IDES,imaj) Soit w € Sa. Alors redw € S,, o n = |A|.

Toute descente de (redw)™! est appelé descente inverse de w. L'ensemble des descentes
inverses de w est noté IDES w.

On définit de méme l'indice majeur inverse de w par :

maj w = Z 1.
i€IDES w
Définition 0.2.2 Soient 0 = x1...2, € Sy, et {i1,...,in} = [P\FIX 0, i1 < -+ <'ip.
On définit le mot Z Der o par : Si ZDer o =z ..., alors

n

— . . — / /
{ Dero =redw;, ...x;, = ...7;

. . . . Zm
;=0 sii ¢ {iy,...,im}

Définitions 0.2.3 (DEZ, maz) Soient o € S,, et DEZ 0 := DES ZDero.
On détfinit la statistique maz par :

maz o = g 7.

1€EDEZ o

Ex:Soitc=5674318209¢€ S,
IDES o ={2,3,4} etimajo=2+3+4=09;
ZDeroc=456031720;

DEZo ={3,5,7,8} et mazo =3 +5+7+8 = 23.

Définition 0.2.4 (maf) Soit o € S,,. On définit la statistique maf par :

fix o
maf o= E P — E i +mayj o Der o
i€FIX o i=1

Définition 0.2.5 (mag) Soit o € S,,. On définit la statistique mag par :

pix o

mag o = E 1 — E 1+ imaj o Desar o
i€PIX o i=1

0.3 Equidistributivité

Rappelons que deux statistiques s et ¢ sur .S, sont dites équidistribuées si il existe une
bijection f : S,, — 5, telle que

Vo €S, s(o) =1t(f(o)).

Plus généralement, deux n-uplets de statistiques sur S,, (s1,...,$,) et (¢1,...,t,) sont dits
équidistribués si il existe une bijection f : S, — S, telle que

Yo € Sp, (51(0), -1 50(0)) = (L1(F(0),- -, ta( F(0))).



x Introduction

L'objectif de ce mémoire est de prouver les théorémes suivant :

Théoréme 0.3.1 Les paires de statistiques suivantes sont équidistribuées sur S, :
(1) (FIX,maf) et (PIX,mag);

(2) (FIX,DEZ) et (PIX,IDES)

(3) (fiz,maz) et (piz,imayj).

Théoréme 0.3.2 Les paires de statistiques suivantes sont équidistribuées sur S,, :
(1) (pizx,inv) et (pix,imaj);
(2) (PIX,mag) et (PIX,inv).

Théoréme 0.3.3 Les triplets et paires de statistiques suivants sont équidistribués sur S,, :
(1) (fiz, DEZ, Der) et (fix, DES, Der) ;
(2) (fix,maz) et (fix,maj).

Théoréeme 0.3.4 Les triplets de statistiques suivants sont équidistribués sur S,, :
(1) (fixz,maj, Der), (fiz,maf, Der), (fixz,maz, Der)

(2) (pixz,mag, Desar) et (pix,imaj, Desar).

De plus, le diagramme suivant est commutatif :

Dwtoe

S, —— 5,

leoc
S’ﬂ n

On rencontrera la bijection DWW dans le chapitre 1 et les bijections F3 et F} dans le
chapitre 4.



Chapitre 1

Bijection de Désarménien- Wachs

La bijection DW de Désarménien et Wachs [2] a la particularité d'étre une bijection im-
plicite, dans le sens ou elle ne posséde pas de formulation mathématique explicite mais son
existence est prouvé. La preuve de son existence passe par |'utilisation des mots de Lyndon.
On débute d'ailleurs ce chapitre par ces mots particuliers.

Foata et Han ont ensuite prolongé la bijection DW pour obtenir la bijection DW¢ [5]. C'est
a partir de DWW que |'on établie I'équidistributivité des doublets de statistiques (fiz, maz)
et (piz,imaj), (FIX,maf) et (PIX,mag), puis (FIX,DEZ) et (PIX,IDES).

1.1 Mots de Lyndon

Définition 1.1.1 Un mot w € My est dit primitif s’il n'existe aucun mot v € My non vide
tel que w =vP, p > 1.

Définition 1.1.2 Soient s = s1...5,, t =11...t, € My. On dit que s est lexicographi-
quement plus petit que t, et on écrit s <,., t, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1 s1 <ty
2. il existe k tel que 2 < k < min(]s|,|t

), si=t; pour1 <i<kets <ty
3. |s| < |t]| et s; =t; pour 1 < i <|s|.

De facon analogue, on définit sur My les relations d’'ordre >op, <jer €t >jes.

Proposition 1.1.3 Pour tout couple (u,v) de mots distincts de My,
onau <V ouv < U.

Preuve. Supposons que |u| < |v].
Si v peut s'écrire v = uv’, alors on a clairement u <., v.
Sinon, soit k le plus petit entier i tel que u; # v;. On a u <jep v Si U < vy,
et v <jep w SINON.
O

Définition 1.1.4 Un mot de Lyndon w = wiw, ... w, est un mot primitif tel que pour
toutl <k<n:
W< Wg...WaW1 ... Wg_1-
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Ex : Le mot primitif 113122, lexicographiquement strictement inférieur aux mots 131221,
312211, 122113, 221131 et 211312, est un mot de Lyndon.

Proposition 1.1.5 Soit w € My. S'il existe u,v,t € My tous non vides tels que
w = tv = ut, alors w n’est pas un mot de Lyndon.

Preuve. Supposons qu'il existe un mot ¢ tel que w = tv = ut ol u,v et t sont non
vides. Supposons que w soit un un mot de Lyndon. w = tv <, tu, d'oll v <jep u. De
méme, w = ut <o, vt et donc u <jep v. Avec v <jop u et u <oy v, Nous aboutissons a une
contradiction.

O

Proposition 1.1.6 Soit w = w; ... w, € My un mot de longueur n.

Alors w est un mot de Lyndon si et seulement si pour tout facteur droite propre h de w,
W <jeg h.

Notons que h est un facteur droite (resp. facteur droite propre) de w si w peut s'écrire
w = w'h (resp. avec h # w).

Preuve. (=) Soit h un facteur droite propre de w de longueur r (r < n) : w = w'h.
Ona w <jp h'. Si wy ... w, = h, w pourrait s'écrire w = hv et w ne serait pas un mot
de Lyndon. Par conséquent, wy ... w, < h.

(<) Soit w = wy ... w, et prenons h = wy, ... w, (2 <k < n).
On a w <je; h et par suite w <jep Wy ... WyW1 . .. Wi_1.

Ce qui prouve que w est un mot de Lyndon.

]

Proposition 1.1.7 Si f et g sont deux mots de Lyndon et si [ <., g alors fg est un mot
de Lyndon.

Preuve. Soient f et g deux mots de Lyndon avec f <., ¢g. Posons w = fg. Soit h un
facteur droite de w : w = th avec ¢ non vide.
Sih=g:
— si f n'est pas un facteur gauche de g, on a fg <jer g, SOIt W <jez h;
— si f est un facteur gauche de g, ¢ = fu avec u non vide. Comme ¢ est un mot de
Lyndon, on a g <., u et donc fg <je. fu, soit w <., h.
Sih#g:
— si h est un facteur droite de g, on a fg <jex ¢, g <tex h €t donc w <oy h;
— si g est un facteur droite de h, h = vg ol v est un facteur droite de f, donc [ <., v
et fg <jex vg, SOIt W <jep h.
Dans tous les cas nous avons w <., h, w est donc un mot de Lyndon.
O

Définition 1.1.8 (factorisation décroissante) Une factorisation décroissante d'un mot
w € My est une suite de mots (wy,ws, ..., w,) tels que :

1. w=wwsy...w,

2. chaque w; est de la forme afiui, o a; €N, j; > 0 et u; est un mot non vide formé
par des lettres de {x € N|z > a;}



1.1 Mots de Lyndon 3

3. (1126L22"~>(]J7«.

Ex : La factorisation décroissante de 23 2255 114423 14 est (23,2255, 114423, 14).

Remarque. |l existe des mots comme 111 qui n'admettent pas de factorisation décrois-
sante, puisqu'il n'existe aucun mot non vide u, formé par des lettres de {x € N|z > 1}, tel
que 111 soit de la forme 13u.

Proposition 1.1.9 Sj un mot w € My admet une factorisation décroissante, alors cette
factorisation décroissante est unique.

Preuve. Supposons que w admette deux factorisations décroissantes (wy, ws, ..., w,) et
(W}, wh, ..., w.) telles que w; soit de la forme al'u; et w) de la forme a/%u;. Supposons
que w, soit un facteur droite de w!, : w!, = bw, ou b est un mot de N. Comme a, est par
définition la plus petite lettre de w, nous avons forcément a/, > a,. Et comme la derniére
lettre de w,_; est plus grande que a,, la seule possibilité est que a!/, = a,. Enfin, si b n'est
pas le mot vide, il contiendrait la derniére lettre de w,_; et w!, ne serait plus de la forme
a' 7!, b est donc le mot vide et w, = w,. Par un raisonnement analogue, nous avons
wy—1 = w,,_;. D'oll, en poursuivant ce raisonnement jusqu'a avoir w; = w,,_, ,, Nous
aboutissons a (wy, wa, ..., w,) = (Wi, w), ..., w,).

(I

Définition 1.1.10 Une factorisation de Lyndon d’'un mot w € My est une suite de mots
(wy, we, ..., w,) telle que :

1. w; soit un mot de Lyndon pour i € [r],
2. w=wiws...w,,

3. wy Zlez Wa Zlem e Zlez Wy
Ez : La factorisation de Lyndon de 23 2255 11442314 est (23,2255, 11442314).

Théoréme 1.1.11 (Lyndon) Tout mot dans My admet une unique factorisation de Lyn-
don.

Preuve. (Existence) Soit w = z1x5...2, € My a factoriser. A partir de la liste Ly =
(z1,x9,...,x,) de mots de Lyndon, on réitére comme suit :

— On parcourt Ly de droite a gauche. A chaque i € [n — 1], si x; >jer x;11, ON continue

le parcours. Sinon, dans le cas ol x; <j.; =i;1, on remplace dans Ly les deux mots

x; et x;4q par le mot x;x;, 1, autrement dit on obtient la nouvelle liste de mots L; =

(]}1, ey L1, T 1y Tt 2y -+ - - ,In).
— Sur la nouvelle liste de mots Ly = (z1, x3, ..., , ) on réitére la méme procédure.
— On réitére la procédure jusqu'a I'aboutissement d'une liste finale L; = (24, 2], . .. ,fof)
telle qu'il n'existe plus de j tel que x;c <lew xfﬂ.
Cette liste finale Ly est une factorisation de Lyndon de w.
(Unicité) Soient (wy,...,w,) et (w},...,w.,) deux factorisations de Lyndon de w. Suppo-

sons que w; soit facteur gauche de w] et que w; # wi 1 W] = wiu OU U = Uy ... U N'est
pas le mot vide. Il existe k € [|u|] et i € [r]\{1} tels que uy ... uy, soit un facteur gauche de

. , .
w;. Dans ce cas, puisque wy >jep Wo Ziex *** Zlex Wy, WU jep Uk - - - Ujy| et wy ne serait
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donc plus un mot de Lyndon, ce qui est contradictoire. u est donc le mot vide. En réitérant
ce raisonnement pour ws jusqu'd pour w,, nous obtenons I'unicité de la factorisation de
Lyndon.

O

Proposition 1.1.12 Un mot admet une factorisation décroissante si et seulement si sa
factorisation de Lyndon n'admet aucun mot de longueur 1.

Preuve. (<) D’abord, on observe que tout mot de Lyndon de longueur strictement
supérieure 3 1 admet une factorisation décroissante. En effet, si w est un mot de Lyndon
ayant a comme plus petite lettre, alors w est de la forme

a’*uiausy . .. a’"u,,

ol j; > 0 et u; un mot formé par des lettres de {z € N|z > a}. A présent, si w est
un mot ayant wjws...w; comme factorisation de Lyndon ol la longueur de chaque w;
est strictement supérieure a 1, alors les factorisations décroissantes des w; s'associent pour
former la factorisation décroissante de w.
(=) Soit w un mot admettant la factorisation décroissante (wq, ws,...,w,). Chaque mot
w; est de la forme afiui, ot a; € N, 7, > 0 et u; un mot non vide formé par des lettres de
{2 € N|z > a;}. Puisque a’'u; est un mot primitif et qu'il est lexicographiquement inférieur
a toutes ses rotations cycliques, a{iui est alors un mot de Lyndon de longueur strictement
supérieure a 1. A partir de la liste Ly = (wy,ws,...,w,) de mots de Lyndon, on réitére
comme suit :
— On parcourt L de droite a gauche. A chaque i € [n— 1], si w; >jc; w;iy1, ON continue
le parcours. Sinon, dans le cas ol w; <j., w;y1, on remplace dans Lg les deux mots
w; et w;;1 par le mot w;w; 1, autrement dit on obtient la nouvelle liste de mot

Ly = (wy, ..., W1, Wit 1, Wiga, - -+, Wy).
— Sur la nouvelle liste de mot Ly = (wi,wy, ..., w, ) on réitére la méme procédure.
— On réitére la procédure jusqu'a I'aboutissement d'une liste finale L; = (w],w], . .. ,wﬁf)
telle qu'il n'existe plus de j tel que w; <lew wa.
On aboutit & la factorisation de Lyndon de w, factorisation qui n'admet aucun mot de
longueur 1.
O

1.2 Bijection DWW de Désarménien-Wachs

1.2.1 Transformation p

Définitions 1.2.1 Un multi-ensemble M est un ensemble de lettres qui peut posséder plu-
sieurs fois la méme lettre.

On note un multi-ensemble M par M = {1%1 22 . mFn} ou k; est le nombre d'occur-
rences de la lettre i qui peut étre nul.
S I'ensemble des mots dont la lettre i apparait exactement k; fois, i = 1,2, ... ,m.

Ex:311323¢€ Sy, oi M ={12,2,33}.
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Soient M = {1% 2k2 . m*m} un multi-ensemble tel que k; + -+ + k,, = n et
0 = T1...%, € Sp. SOit Ty(1)Tg(2) - - - Ton) le réarrangement croissant de o i.e. zy) <
Tgz) < -+ < Tg(n)- On note (o) le mot déduit de o en remplagant

To(1), - -+ To(ky) Par 1
To(ky+1)y - - - » Lo(ko) PAT 2
xg(km71+1), e ,[B@(km) par m

On a bien (o) € Sy

Ex:Soient M = {12,233 4} et 0 =4217536: u(c)=3114323.

Définition 1.2.2 Soit J C [n — 1]. On définit 7S, = {0 € S,|IDESc C J} et 'K,, =
{oc € K,|IDESc C J}.

Lemme 1.2.3 Soient J = {ki,k1 + kg,...,zi":llki}, o =1T1...2, € JS." et, pour
1<j<m,a;(1) < <a;(k;) les k; entiers tels que >0 ko < 2o, < S0 _, ka pour
1 <i<k;. Alors

Taj(1) < Tay(2) < 0 < Lay(ky)-

En d'autres termes, x,, (i) = Zflj ko + i pour tout 1 < i < k;.

Preuve. Supposons qu'il existe i € {1,...,k;} tel que x,,¢) # Zfl;ll ko +i. Soit 7; le
plus grand entier tel que () # Z‘Zz;ll ko + 1.
Posons Ty, (r;) = $.
Comme 74, = Zfl;ll ko + i pour tout ¢ > 7 et s < Zz;l ko +1;, alors il existe t < r; tel
que Ty =S+ L.
On en conclut que s € IDES 0. Or s ¢ J.
O

Proposition 1.2.4 Soient M = {1% 2%2 . mFn} ki + - -+ k,=mn, et J = {ki, ki +
m—1
kQ, ceey Zi:l kl} N
w78, — Sy est bijective.

Corollaire 1.2.5 On note K, I'ensemble des désarrangements de S;.
La transformation pysx, : 'K, — Ky est bijective.
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1.2.2 Transformation I

Définitions 1.2.6 Sur 'ensemble M, des mots primitifs, on définit la relation = par :
Yw =wy ... w, € M, Yo' =w]...wl, € M,

w=uw

w=uw s ou
Jj > 2,0 =w;...wwy .. Wi

= est une relation d'équivalence sur M,,.
La classe d'équivalence d'un mot primitif w sera notée (w).
Un collier est par définition une classe d’'équivalence suivant cette relation.

Un ornement est un produit (commutatif) de colliers i.e. une expression de la forme
(wD)(w®) .. (w®),
Comme tout collier contient un mot de Lyndon, alors sit = (w) ... (w®)) est un ornement,
on peut toujours supposer que (w®) est un mot Lyndon et w™™ >, w® >0 -+ >0 wP).
On note Ty, I'ensemble des ornements (w™M)(w®) ... (w®) tels que
wMw® . w® e Sy, M étant un multi-ensemble.

Soit 7 = (wM)(w®)...(w®) un ornement.
Posons wMw® .. . w® =77, .. .7, et p= ppem(Jw®|,|Jw?], ... |w®)|.
Pour tout 1 < i < n, si 7; est la j¢™ lettre de w™®), on note 7; le représentant du collier
p

(w™)) commencant par cette j¢™® lettre et 7/ = 7,7

o= =l —/ p =1 =/ =/ ; ; =/ —/
Soit 7}, 7/, ...Tj le réarrangement du mot 77, ...7, par ordre croissant i.e. 7, < 7. <

1, AR R
e < Tiu tel que si 7, = Tha anr_s Ji < Jia1- _ .
On considére alors la transformation I : 7 — o telle que o soit la permutation dont la

décomposition en cycle se déduit de 7 en remplacant chaque 75, par k, 1 <k < n.

Ez : Soit I'ornement 7 = (3)(1 4 2)(1 3)(1) et MTomsTum57677 =3 14213 1.
Ona: 7 =3333337=1421427=421421,7=214214,
7 =1313137=313131,7=111111.
Par suite 77 < 7t < 75 < Ty < T4 < T} < T5.
Doul'(1)=(6)(374)(25)(1)=157326 4.

Définition 1.2.7 Soit J C [n —1].
On définit S/ = {0 € S,|DESo C J} et D = {0 € D,|DESc C J}.

Lemme 1.2.8 Soit 7 € Ty et 0 =1'(7). Sii € DES o, alors 7;, < 7;,, .

Preuve. Par construction, la position de 7;, dans 7 n’est autre que celle de 7 dans la
décomposition en cycles de o (ordonnés comme dans |'ornement). Donc la position de o(7)
n'est autre que celle de la deuxieme lettre de 7; dans 7.

Supposons que T;, = Tj,,,. Posons n, = |7;,|. Soit [, tel que 1 < I < ny et [ =
: % R —/ =/
Je +1 (TCL/Odn/i)/ Deux cas peuyent se présenter : T, =T | e’F Tjo < T ‘
= SiT, =7, alors j; < jit1 et 7, = 7,,,. On a nécessairement o (i) < o(i + 1).
N oIy o R .
= SiT, <7, alors 7 <7 car7y =7, Ainsio(i) <o(i+1).
O

Lemme 1.2.9 Soit 7 € Ty et 0 =T'(7). Alors DES o C J.
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T . — 1k19ke km R . ..
Preuve. Comme 7,7, ...7j, = 1"2% . m" alors 7;, = 7;,,, & i ¢ J. Doncsii ¢ J,
alors i ¢ DES 0.

O

Proposition 1.2.10 Soient M = {1% 2%2 . mFn} k4. 4k, =n, et J = {ky, ki +

SISy S
[ : Ty — S est bijective.

Corollaire 1.2.11 On note T\7” = {(w®) ... (w®) € Ty, / [w®] > 2}.

. T\Z2) — D7 est bijective.

La transformation F|T<22> :
M

1.2.3 Transformation 7

Soient w € Sy et (wy,ws,...,wy) la décomposition de Lyndon de w. On définit la
transformation 7 : Sy — Ty par :

w — (wy)(wse) ... (wp).
Proposition 1.2.12 7 est bijective.

Corollaire 1.2.13 On note
S = fw e Sy /[ |wi| >2,i € [p]} = {w € Sy / w admet une factorisation décroissante}.
La transformation 1) e SC2 T ot pijective,

1.2.4 Transformation v
Soit la transformation \ : Sy, — Sy définie par :
Yw=1x1... 20 1Tn € Sy, MW) =221 ... Tpoy.

Soit w € Sy, de factorisation décroissante (wy,ws,...,w,). On définit I'application
v : Sy — Sy par
Y(w) = AMwy)A(ws) . .. A(wy,).

Ex : (23225511442314) = A(23)A(2255)A(114423)A(14) = 32522531144241.
Proposition 1.2.14 [’application ~ est une bijection de S](V?Q) vers K.

. >2) .
Preuve. Commencons par prouver que si w € S](\; ), ol w est un mot de longueur n,
alors y(w) € Kjy. Soit (wy,ws, ..., w,) la factorisation décroissante de w.
— Si la longueur de tous les w; est 2, alors avec w; = x;,x;, ot x;; < x;,, nous avons

V(W) = 11,21, T2, T2, -+ . Tpy Ty, -

Il 'existe un plus petit i tel que z;, < Z(;41),, quitte a ce que T(j41), = Tpy1 = 00. iy
est donc le plus petit ascendant de v(w) qui est un ascendant pair.
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— Sinon, soit j le plus petit entier i tel que la longueur de w; soit strictement supérieure
a 2. Le premier ascendant de v(w) = A(wy)A(wy) ... A(w,) apparait soit a la seconde
lettre de A(w),), soit a la derniére lettre d’'un A(w;) tel que ¢ < j. Dans les deux cas, le
facteur contenant le premier ascendant est précédé seulement de facteurs de longueur
2. D'ou le premier ascendant de y(w) est pair.

Donc si w € 51(52), alors v(w) € K.

Pour montrer la bijectivité de 7, nous décrivons v~ 1. Soit v = v,v5 ... v, € K. |l existe
k € N\{0} tel que v > -+ > o, < vory1. Soit ay la plus petite lettre de v. Soit i; I'indice
le plus & droite de v tel que v;, = a1 et v;,_1 > a;.
- Si 7;1 = 2k, alors "}/_1(1}) = V2k—-1V1V2 ... UV2k—2V2 . . . Up.
— Sinon, alors soient w} le mot v;, vy 11 ...v,, V' le mot vyvy. .. v 1, as la plus petite
lettre de v’ et iy I'indice le plus a droite de v’ tel que vy, = as et vy, 1 > ao.
- Si 19 = 2k, alors ’}/71(1}) = V2k—1U1V2 . ..UV2k—2U2k - . . vil_lw’l.
— Sinon, on réitére l'algorithme jusqu’a I'obtention d'un certain i;, tel que i;, = 2k.
O

1.2.5 Bijection DW

A partir de la chaine de bijections suivante :
F—l -1 —1
DI TP ST L Ky ' K,
on obtient finalement :

Théoréme 1.2.15 Soit J C [n—1] :

Théoréme 1.2.16 (Principe d’inclusion-exclusion) Soient A un ensemble de cardinal
n et Ay, ..., Ay k parties de A. On a

k k

| UAZ| = Z(—l)j_l Z | ﬂAz|
JC[K]

|71=d
Corollaire 1.2.17 Soit J C[n—1]. Ona:
{0 € D,|DESc =J} = |{oc € K,|IDES o = J}|.

Preuve. Soient J = {j1,J2,--.,Jm-1} €t, pour tout i € [m — 1], J; = J\{j:}. Nous
avons

{o € D,|DESo = J}|=|{o € D,| DESc C J}| - |{o € D,|DEScC | ] J}I.

i€[m—1]
D’aprés le théoréme précédent,

{o €D, |DESc CJ} =|{oc € K,|IDESc C J}|.
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D’aprés le principe d'inclusion-exclusion,

m—1
{o €D, |DEScC |} J}=Y (-1 > |{oeD,|DEScC ()}
i€[m—1] k=1 KClm—1] ieK

|K|=k
Or d'aprés le théoréme précédent,

{o € D,|DESo C () Ji}| = {o € K,|IDESc C () Ji}.

€K icK
Et comme

m—1
(="' Y KoeK,|IDESoC () J} =H{oeK,|[IDESa<C (] J}
k=1 KC[m—1] ieK i€[m—1]
|K|=k

alors
{o e D,|DEScC | ) J}|=HoeK,|[IDEScC | J}I.

1€[m—1] 1€[m—1]
D'ou
{o € D, | DESo = J}| = |{o € K,,| IDES o = J}|.
O

Corollaire 1.2.18 // existe une bijection DW : D,, — K, telle que :

Vo € D,,, IDES o DW (o) = DES 0.

1.3 Bijection DW'¢ de Foata-Han

Soient 7 € S,, de décomposition fixée (F'IX 7, Der 1) et o € S,, de décomposition pixée
(PIX o0, Desar o) telles que

(PIX 0,Desarc) = (FIX 7, DW o DerT).
On définit la bijection DW'*: S, — S, par :
DW'" (1) = 0.
Ex:Soit7=723851649 € Sy de décomposition fixée ({2,3,5,9},451 3 2).

Onprend DW(45213)=51342.
La décomposition pixée de o est ({2,3,5,9},51342)etdoncoe=235981674.

Proposition 1.3.1 Vo € S,,, (FIX,maf)o = (PIX, mag)DW"(o).
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Preuve. Il est clair que FIX 7= PlX 0.
De plus DES(Der ) = IDES o DW(Der 1) = IDES(Desar o).

Donc,
fixT
maf T = Z 1 — Zi—l—majoDerT
i€FIX T i=1
piT o
= Z P — Zz’+imaj o Desar o = mago.
i€PIX o i=1
O

Proposition 1.3.2 Vo € §,,,
(FIX,DEZ)o = (PIX,IDES)DW(q)
(fiz,maz)o = (piz,imaj) DWW (o)

Preuve. Ona i € DEZ 7 si et seulement si 7(i) # i et I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

Lr@)>7(i+1)etr(i+1)#i+1.

2. 7(i+1)=i+1.
Dans le premier cas, les lettres (ZDer 7)(i) et (ZDer 7)(i + 1) sont adjacentes dans Der 7
et (ZDerr)(i) > (ZDer)(i + 1). Comme DES o Dert = IDES o Desar o, la lettre
(ZDer T)(i+1) se situe alors quelque part a gauche de (ZDer 7)(i) dans Desar o, et donc
i + 1 se situe a gauche de i dans o, d'ov i € IDES 0.
Dans le second cas, i + 1 € FIX T = PIX 0 et (ZDer7)(i) est une lettre de Desaro.
Encore une fois i € IDES 0.

De méme, on prouve que sii € IDES o, alorsi € DEZ 7.
O



Chapitre 2

Seconde transformation fondamentale
de Foata et applications

La seconde transformation fondamentale F5, de Foata joue un grand rdle en combina-
toire, dans le sens ou elle relie les deux statistiques mahoniennes bien connues maj et inv.
En outre, elle laisse invariant I'ensemble des descentes inverses. Ces propriétés ont été éta-
blies par Foata et Schiitzenberger [6]. Récemment, & partir de F3, Foata et Han [5] ont
construit deux autres bijections I et F'° qui leurs ont permis de montrer que (P1X,mag)
et (PIX,inv), d'une part, et (pix,inv) et (pix,imaj), d'autre part, sont équidistribuées.

2.1 x-factorisation d’un mot

Si w € My est non vide et x € N, on note w < = (resp. w = x) si toutes les lettres de
w sont inférieures (resp. strictement supérieures) a x.

Définition 2.1.1 Soit x € N. Tout mot non vide w = wy ... w, € My peut s'écrire d'une

maniére unique sous la forme w = T1y1x2Ys . . . TpY, OU Y1, ..., Y, sont des lettres de w et
T1,...,x, des mots éventuellement vides tels que si w, < x (resp. w, > z), alors, pour
1<i<p y <x(resp.y; >z)et,six;#e, x;=x (resp. z; < x).
La décomposition x1y1|z2ys| . . . |x,y, est appelée x-factorisation de w.

Ex : La 4-factorisation de 372285746 est 37|228|5|7|46.

Soit z1y1|z2ya| . . . |2y, la x-factorisation d'un mot w.
On note 7, (w) le mot y121y2s . . . YpTp.
Par convention v, (e) = e.
On définit la transformation ~ : My — My par :

Yw =wy ... w, € My, 7 (W) = Yo, (W1 ... W)W,
Proposition 2.1.2 ~ est bijective.
Preuve. Soit w = wy ... w, € My.

A H _ VRPN AR A | ! . N / / H
On peut aussi écrire w sous la forme w = y| 2| y525 . ..y w w, ol y; = wy et T = w, si
wy = wy, (resp. yi = w, et &, X w, si wy = w,).
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Posons I'(w) = 2191 25Y5 - . - Tl Wy
Ona yol(w) = v(af’ly’lx’zyé TqYqWn) = Yo, (TLY1T3Y5 - - Tglg)Wn
= YT YTy - yqfv’qwn = w.
D’autre part, soit z1y1|xays| . . . |z,y, la w,-factorisation de w; ... wy,_1.
Alors T ovy(w) =TI(yy, (wi...we1)wy,) =L(y1219222 . . . YpTpws,)
= T1Y122Y2 . . . TpYpWy, = W.
Il en résulte que 7 est bijective et y~! =T,
O

2.2 Bijection F; de Foata

On définit la transformation F5 par induction sur la longueur du mot w :
- Si|w|=0o0ul, F(w)=w.
-Siw=wy...w, (n>1), Fp(w) =~vy(Fa(w; ... w,_1)wy,).

Soit w = w; ... w, € My. On définit les mots w™, ... w™ par
- w® =y
- w® = y(wDw;) (2<i<n)

Comme w") = Fy(wy), on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.1 On a Fy(w) = w™.

Ex : Soit w = 374122624. On a successivement
w) =3
w® = 4(37) =37
w®) = ~y(374) = 734
w® = (7341) = 7341
w® = 7(73412) = 17342
w® = 4 (173422) = 127342
w® = ~(1273426) = 1237426
w® = v(12374262) = 31274622
w® = v(312746224) = 312472624

Ainsi Fy(w) = 312472624.
Proposition 2.2.2 [, : My — My est une bijection.

Preuve. Soit w' = wj...w, € M. Déterminons w = wy ... w, tel que Fy(w) = w'.
Considérons la transformation T et les mots w®. On a

Si t; est donc la derniére lettre de T'(w®), w =t, .. .1,.
O



2.2 Bijection F; de Foata 13

Théoréme 2.2.3 Pour toutoc € S,,, on a :
inv Fy(0) = majo
IDES Fy(0) =IDES o
Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 2.2.4 Pour tout mot w = wWwy, 1 = Wy ... WyWy41, ON A

1 si A est vrai

. . Vi < -
invy(w) = invw 4+ nx(w, > wpy1) ot x(A) = { 0 sinon

De plus, si les lettres w; sont toutes distinctes, alors

IDES~y(w) = IDES w.

Preuve du lemme. Soit oy |whys . . . |7y, la w,11-factorisation de w'.
On a y(w) = y121y5%5 . . YpTpWns1.

Siw, <wppr, nvy(w) =diww—Y L |z}
= invw' + [{j < njw; > wna b = 3000 [
=invuw'.

Siwy, > wypq, nwy(w) =invw+ Y b |z
= invw' + {j < nfw; > wai }| + 20 |7
=invw + n.

Il en résulte que invy(w) = invw' 4+ nx(w, > wp11).
Supposons maintenant que les w; soient toutes distinctes et soit i € IDES y(w). Il est clair
que si i = Wy, alors 1 € IDES w.
Supposons i # w,, 1. i est donc une lettre d'un certain mot yzx; Commei <i+1<wyy
ou Wy <1 <i-+1, alors
—sii=y;, il existe | < jtel que i+ 1=y
— si i est une lettre de z%, il existe [ < j tel que i + 1 soit une lettre de
Dans tous les cas, i € IDES w.
On raisonne de méme pour I'implication " i € IDESw =i € IDES v(w) ".
([
Preuve du théoréme. Montrons par induction sur |w| que inv Fy(w) = maj w.
Il est clair que si |w| =1, inv Fy(w) = majw = 0.
Supposons que, pour tout mot w’ de longueur n, inv Fy(w') = majw'.
Soit w = w'xz ol w’ est un mot de longueur de n (W' = wy ... wy,).
Ona invFy(w) =invy(Fr(w)z)
= 1nv Fy(w') + nx(w, > w,11) d'aprés le lemme
= majw' + ny(w, > w,y1) daprés |'hypothése de recurrence
=maj w
Depluso=xy...2,, IDESFy(o) =IDES~(Fy(xy...xp_1)x,)
= IDES Fy(xy...Tp1)xy
= IDES~y(Fa(x1 ... Tp_2)Tn_1)x,
=IDES Fy(xy...05_2)Tp_1Tp
= =IDES(zy...x,) car Fy(z1) =2
=IDESo
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2.3 Bijections I et ! de Foata-Han

On définit la bijection composée F : S,, — S, par :
Fy=ioFyoi oui:S, — S, 00!
Proposition 2.3.1 Vo € S, (piz,imaj)o = (pix,inv)F5(o).

1

Preuve. Soit 0 € S,,. Comme invo = invo ', alors

inv Fy(0) = inv (Fy(io))™" = inv Fy(i o) = maj(io) = imaj o.
D’autre part, puisque DES Fy(0) = IDES Fy(io) = IDES(ic) = DES o, alors
pix Fy(o) = pix o,

O
Comme DES Fy(o) = DES o, alors : Fi(K,,) = K,.
Ainsi, pour tout o € S,,, il existe un p € S,, et un seul tel que :

PIX p= PIX o et Desar p= Fy o Desar o.
La bijection FL°¢ sur S,, est définie par :

(o) = p.

Proposition 2.3.2 Vo € S,,, (PIX,mag)o = (PIX,inv)Fy°(o).

Preuve. Il est clair que PIX 0 = PIX p.
Par ailleurs, invo Desarp = invo Fj(Desaro)
= inv o Fy((Desar o)™)
= maj (Desaro)™*
= imaj o Desar o.
Soit {7:1,7;2,. .. 7ipixo} = P[Xp, <ig<- -+ < ipixp :

pix o

mago = Z k — Z/{:—i—imajoDesara

kEPIX o k=1
piT p
= Z(zk — k) + inv o Desar p
k=1
=#{(i,)) 1 < i< pizp<j<np(i)>p(j)} +#{(J) :pizp <i<j<n,p@i)>pQj)}

= 1NV p.



Chapitre 3

Transformation ® de Foata-Han et
applications

Dans ce chapitre, on va voir la nouvelle bijection ® de Foata et Han [4]. A partir
de ®, Foata est Han ont ensuite construit la bijection ® [5]. De cette derniére bijection,
on prouve |'équidistributivité des statistiques (fiz, maz) et (fiz,maj) et des statistiques
(fiz, DEZ, Der) et (fix, DES, Der).

3.1 Mots mélés

Définitions 3.1.1 Soient n € N* et v € My+ un mot de longueur m, 1 < m < n. Un mot
mélé de longueur n associé a v est un mot w = x1...x, ayant n — m lettres nulles et m
lettres non nulles xj,, ...,z (j1 < -+ < jn) telles que x; x;,...x; = v. En d'autres
termes, w est de la forme w = 0*'w;0w; . .. 0% w,0**! ou les w; € My~ sont des mots
non vides tels que wyw,...w, = v, et les o, des entiers positifs ou nuls tels que, pour
2<i<p o >leta;+--+ap =n—m.

On note Sh(0"~™v) I'ensemble des mots mélés associés a v de longueur n.

Définitions 3.1.2 Soient v = vy ... v, € S, et k € [m|. La lettre v;, est une excédance
(resp. sous-excédance) de v si vy >k (resp. vy < k).

Définitions 3.1.3 Soient v € S, w = x1...x, € Sh(0"™v) et i € [n]. La lettre x;
est une excédance (resp. sous-excédance) de w si x; # 0 et x; est une excédance (resp.
sous-excédance) de v.

Ex:w=10420006130570 € Sh(0%) ot v = 4261357 € S7. 4 et 6 sont les
excédances de v et de w, tandis que 1,3 et 5 sont leurs sous-excédances.

3.2 Bijection ® de Foata-Han

3.2.1 Construction et exemple

Soit w = 0™ w10%%w, . .. 0% w,0%+ € Sh(0" ™), v € Dy,.
Pour 1 < k < p, posons wy = ;, _,+1-- - Tj,.
Six;, 11 (resp. x;,) est une sous-excédance de w, soit jj, (resp. l;) le plus grand (resp. petit)
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entier tel que 51 < jip < @) (resp. dp—1 < lp < ix) et T 41 < Tip_,42 < -+ < T, < Jk
(resp. lk > Xy > X1 > > [Ezk)

Ty +1 -+ - Ty Si Tk < Iy
Lip_ 141+ - Tjp—1 si ]k = lk '
Ainsi pour tout 1 < k < p, wy, peut s'écrire d'une maniére unique sous la forme wuyzts.
Notons que si z;, est une sous-excédance de w, t;, est un sous-mot décroissant maximal de
Wi, -

De méme, si x;,_,+1 est une sous-excédance de w et zj # e, uy est un sous-mot croissant
maximal de wy,.

Alors w peut s'écrire :

Posons t, =z, ... x;, et u, =

_ Nno1 a2 ap Qpt1
w = 0% uy 21810 ug 2oty . .. 0P up2pt,0 )

Pour tout w € My, on désigne par F(w) (resp. L(w)) la premiére lettre (resp. derniére

lettre) de w. Si |w|, F(w) = L(w).
Posons alors €, = 0, ¢,41 = (i) Sl O;ﬁén: 0 ,

2<1<np,

_J 0 sitiy=cou(u #Feet L(ti1) > F(u))
“T11 sinon

puis o = o — €;.
De plus, si t; # e, posons t; = a;b;, ot a; = F(t;).
La bijection @ construite par Foata et Han de facon inductive peut é&tre définie par :

D (w) = wiwy. . .w;Oa;H
N ’ { aiOa;bi si Uy =€, 2; =€, Ujt1 7é e et L(tz) > F(ui+1)

’ X .
;0% z;0%+1q;b; sinon

FEx:Sotw=50030200016400.
On a le tableau suivant :

1 1 |2 |3 |4 5
o |0 |2 |1 |3 2
& (0 |1 10 [0 1
u, le |e |e 1

zi |95 |3 |e |6

ti e |e |2 |4

w; | 50 | 03 | 20 | 1000604

Dot ®(w)=50032010006040.

3.2.2 Propriétés
Proposition 3.2.1 Soit v € D,,. ® : Sh(0"™v) — Sh(0" ™v) est bijective.

Preuve. Soit w = 0™ w,0%?w, . .. 0*?w,0%+ € Sh(0" "™v), v € Dy,.

Pour 1 < k <p, posons wy = ;, _,+1--.Tj,.
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Six;, 41 (resp. x;, ) est une sous-excédance de w, soit ji (resp. hy) le plus grand (resp. petit)
entier tel que 71 < ji, < iy (resp. ip—1 < hy < ip) et T 41 > Tip_ 42 > o0 > T < Jk
(resp. hy > p, < 11 < -+ < Ty,).

Thy - - Tiy, Si jk<hk
Thy+1--- Ty, Si ]k = hk '
Ainsi pour tout 1 < k < p, w;, peut s'écrire d'une maniére unique sous la forme vy, 2.1}
Alors w peut s'écrire :

Posons vy, = @;, _,41...7j, et up =

w = 0" 0121110 V29l . .. 0% v, 2, 1,077 F1.

0 sia1:0

Posons alors ¢, = { . sinon

’ €p+1 = 01

Ei:{O siv,=cou (v; #eet L(l;_1) > F(v;)) 2<i<p.

1 sinon

puis o = a; — €;.
De plus, si v; # e, posons v; = b;c;, ou ¢; = L(v;). Alors :

O (w) = 0wl . .. w,,

ol w — biQa;+1C,Z‘ Si Z; = €, lz = e, lz—l 7£ e et L(lz_l) > F(UZ)
! biCiOGZZioai+1li sinon
O

Définition 3.2.2 Soit w = x125...x, un mot de N. On dit que
i € [n] est un ascendant de w si x; < x; 1, o0 par convention , 3 = 0.
On note RISE w l'ensemble {i: 1 <i <n,z; < x;.1} des ascendants de w.

Définition 3.2.3 Soit w =z ...x, € Sh(0""™v), v € D,,.
On note RISE*® w I'ensemble des entiers i, i € [n|, vérifiant ['une des conditions suivantes :

0 <z <Tiqr;
Ty = Tj+1 = O,'

x; =0 et x;,1 est une excédance de w ;

N L N =

x; est une sous-excédance de w et x;,1 = 0.

ou, par convention x,.1 = Q.
Notons que n € RISE® w.

Théoréme 3.2.4 Soit w € Sh(0" ™), v € D,, :
RISEw = RISE® ®(w).

. _ _ 1 r R |
Preuve. Soient w = 2125 ... T, (W) = N1Y2- .- Yn, U;j =uj...uj et 2y =252

Ona:

R

1€ RISEw &



18 Transformation & de Foata-Han et applications

( _ 4 . k. k+1
riwipr = 00 YilYit1 = UjU;

ou ou

;%1 = 0F (uy) Vi1 = L(tj—1)F (u;)
ou ou
ok k1 _

TiZip1 = UjU; YiYir1 = 00
ou ou

ou ou
ko ktl ko k+1
TiTir1 = 2525 Yili+1 = 25 %5
ou ou
v = L(z5)a; YiYir1 = L(2;)0
ou ou
L Tiriy1 = Oay L YilYiy1 = a;0

& i€ RISE* ®(w).
]

Proposition 3.2.5 Soitc € S,,. On a

RISE o = RISE® ZDer(o).

H ! a0 /
Preuve. Soient 0 = x1%5 ... 2, et ZDero = iz, ... x,.

Comme 0<uz; <z, ©0< <Tip, i #14, T i+ 1

=2, =08x,=1 41 =1+1
x; =0, xj,, est une excédance & x; =14, 2,41 > 1+ 1
x; est une sous-excédance, z;,, =0 x; <1, iy =i+ 1

Alors i€ RISE®* ZDer(c) < i€ RISEo.
a

3.3 Bijection ® de Foata-Han
Définitions 3.3.1 Soit w =z ...x, € My. On définit
Zerow := {i € [n], x; = 0};

zerow = F#Zerow.

Définition 3.3.2 Soitw = 0"v;0Mv,0™2 ... v,0" € My tel query,...,r, > 0etuvy,...

€ My-. On définit :
Posw :=vivy ... 0.

Le mot w € My est caractérisé par : (Zerow, Posw).

Définition 3.3.3 On définit I'ensemble SP" par

syer= | snom ),
(m,)

la réunion s'effectuant sur tous les couples (m,v) tels que 0 < m < n et v € D,,.

TiTiy1 = L(UJ)F(ZJ), F(ZJ) excédant < Yili+1 = OF(Z]), F(Zj) excédant

, Uk
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Proposition 3.3.4 ZDer est une bijection de S, vers SPe".

Preuve. Par construction, Z Der est une application de S,, vers SPer.
Soient w € SP" et 0 € S, telle que (FIX o, Dero) = (Zerow, Posw) :

ZDer 'w =o0.

O
On définit la bijection ® : S, — S, par la chaine suivante :

S, — Sber _, gher _, g,
ZDer ® , ZDer b ,
— w—w = 0.

Ex:Soitc=813475269¢5,.

P(o) =ZDerto®oZDer(813475269)
=ZDer1o®(610053240)
=ZDer (6 01053204)
=921475386.

Proposition 3.3.5 Vo € S,
(fix, DEZ, Der)o = (fix, DES, Der)®(o),
(fiz,maz)o = (fiz,maj)® (o).

Preuve. D'une part, (fizo,Dero) = (zerow,Posw)
= (zerow’, Posw')
= (fix o', Derod’).
D'autre part, RISE ZDer(c) = RISE®*®(ZDer(o))
= RISE® ZDer(ZDer=Y(®(Z Der(0))))
= RISE ZDer=Y(®(ZDer(0)))
= RISE ¢’
Comme DEZ o = [n]\RISE ZDer(c) et DES ¢’ = [n]\RISE o',
alors DEZ o = DES o',
O
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Chapitre 4

Transformation F3 de Foata-Han et
applications

Dans ce chapitre, on va voir la nouvelle bijection F3 de Foata et Han [4]. Foata et Han ont
ensuite prolongé cette bijection en une bijection F} et en une bijection F} [5]. On obtient aussi
la bijection C HZ de Clarke, Han et Zeng [1] a partir de F3. Ce n’est qu'a partir de F3 que I'on
prouve |'équidistributivité des statistiques (fix, maf, Der) et (fix,maz, Der), de F} que
I'on prouve I'équidistributivité des statistiques (piz, mag, Desar) et (pix,imaj, Desar), puis
de C'HZ que I'on prouve |'équidistributivité des statistiques ( fiz, maj, Der) et (fix, maf, Der).
Enfin, les bijections F3 et F} commutent dans le sens du diagramme suivant :

leoc

S, —— S,

FJ F?(T
S, 25 s,
4.1 Notation de Clarke-Han-Zeng

Notation 4.1.1 Soient w =y ...x, € My eti € [n].

Wiy =Ty ... T4 etw(i) =Z;...%,.

Définition 4.1.2 Soit w = 00w, 0™ wy0™* ... w,0™ € My tel que w; € My-.
On pose j; = |wywsy ... w;| (1 <i<p).
La notation de Clarke-Han-Zeng du mot w est :

(wy .. cwp, ™G5 L g).

Fz:Soitw=04001003005051000.
Avec la notation de Clarke-Han-Zeng,

w= (413551, 0'172°3%4'6%).

Dans la suite, nous utilisons cette notation.



22 Transformation F3; de Foata-Han et applications

Définition 4.1.3 Soit w € My. On définit mafzw par :

ZETOW

mafzw = Z 1 — Z 1+ maj Posw.

i€EZerow i=1

Siw = (Posw, 0™ 5" 5" . 5,"), alors

p
mafzw = maj Posw + Z]lmZ
i=1

Proposition 4.1.4 Soient w = 1...x, € My, DESw U {0} = {ip,i1,...,7,} (ip <
iy < <idg) et RISEw = {jgy1, Jgras -+ s Jn} (gr1 <Jgra < < Jn).

A chaque descente i; (resp. montée j,.;) on affecte la valeur g — | (resp. g + 1) que I'on
notera g;, (resp. gj,.,)- A ig on affecte la valeur g;; = desw. On a :

maj(w,l) —majw = g.

Preuve. Si j € {0} U DESw, maj(w, j) — majw = deswi*D) = g,.
Sije RISEw,
maj(w,j) —majw = j+ desw Y
= j — desw) + desw;) + des wY Y
=J—deswy +g
=g

4.2 Bijection F3 de Foata-Han

4.2.1 Construction et exemple

Soit (w, j{’”];”?. JpT) € My, w € Mys-.

I gy .. jp’ peut s'écrire d’'une maniére unique sous la forme dyridars . .. d,r, avec

- d; —fz 1fz2 fzkz
= R

ol f;; EDESwU{O} et hi; € RISEw.

On pose
?i,m =9fim T Z? il et D; = ?7, i '?i,2?i,17
@z‘,m = Ghym — Mign + Z] i lj+Hli—m et Ry= ﬁzlzl = .. hfi;—lhgﬁl—1’
hi,m = hi}m + hz,m et R = hz lhz 2 - hz dis

et Ry Dy iy Dy Ry DRy Ry Ry = jim ™ e
Si Y7, m; =m, on définit F3 : Sh(0™w) — Sh(0™w) par :

’
om,

Fs(w, j7 552 .. o) = (w, ji™m ...,



4.2 Bijection F3 de Foata-Han

Ex:Soientw=(4113521)et /™. jI = 0133425,
Comme DESw = {1,5,6} et RISEw = {2,3,4,7}, alors

(90, 91,92, 93, 94, 95, 96, 97) = (37 27 47 5a 67 17 07 7)

et 0133425 = dyrids ot dy = 0111, r; = 34% et dy = 5.
On a donc :

Dy = (2+2)(2+2)(2+2)(3+2) =435
Ry = (6—4)21=2 R, = (5+1)6 = 62
Dgzl

D'on F3(”LU, 0133425) = (’LU7 DgRlDlRl) = (w, 1243562>

4.2.2 Propriétés

Proposition 4.2.1 Soient wy,ws € My deux mots de méme longueur.
Si Zerow, = Zerowsy et si DES Posw; = DES Posw,, alors

Zero Fs(wy) = Zero Fs(wy).

Preuve. Se déduit de la construction de F3.
O

Proposition 4.2.2 F3 : Sh(0™w) — Sh(0™w) est bijective.

Preuve. On montre par récurrence sur m que Fg3 est surjective.
Soient a,l, € {0} U [Jw]] tels que g, = a
et u,U € My tels que |u] = |U| =m et (w,U) = Fz(w,u) :
- Sia <desw, alors
(w,Ua) = Fs(w, lyu);

- Sia>desw, alorssi U = (a—1,)°U", U =ux1...12,,
U'=(x;—1)...(x, — 1) et (w,U") = Fg(w,u") :

(w,Ua) = Fa(w,u"1>).

O
Théoréme 4.2.3 Soit (w,u) € Sh(0™w). On a

maj (w,u) = mafzFz(w,u).

Preuve. On procéde par récurrence sur m.

Sim =0, F3(w) = w.
Soient a,l, € {0} U [Jw]] tels que g, = a
et u,U € My tels que |u] = |U| = m et F3(w,u) = (w,U) :

- Sia < desw, alors

maj(w,uly) = maj(w,u) + desw'tY = mafz(w,U) + a = mafz(w,al).
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- Sia > desw, alors si Fg(w,u") = (w,U"), U" =z ...2,,
U=(@+1)...(z,+1)etU=(a—1,)U":

maj(w, u"19) = magj(w,u”) + (I + des w4 ") + ades w1

= maf(w,U") + (a + |U"|) + ades w™ = maf(w,U") + a + ala —1,)
= maf(w,ala—1,)U'a).

4.3 Bijection CHZ de Clarke-Han-Zeng

On définit la bijection CHZ : S,, — S,, par la chaine suivante :

Sp — S, — SDPer —, gher _, g
CHZ: &1 , ZDer Fs , ZDer ' ,
c— o = wilw = o
Proposition 4.3.1 Vo € S, (fiz,maj, Der)o = (fiz,maf, Der)CHZ (o).

Preuve. On a : (fixo,majo, Dero) = (fizo',mazo’, Dero’)

= (zerow, maj w, Posw)
= (zerow',mafzw', Posw')
= (

fixo” maf o, Dero”)
O

4.4 Bijections I3 et F} de Foata-Han

On définit la bijection F} : S,, — S, par la chaine suivante :

D D

_ S, = S sPer 5,
3 ZDer Fs , ZDer !
o — w—w = 0.

FEx:Soitc=627395184¢€09,.

Fy(0) =ZDer'oFgoZDer(627395184)
=7ZDer1oF3(506274103)
=ZDer (56274010 3)
=572946183.

Proposition 4.4.1 VYo € S, (fiz,maz, Der)o = (fix,maf, Der)F3(o).

Preuve. On a : (fix,maz, Der)o = (zero,maj, Pos)Z Der o
= (zero, mafz, Pos)F3(ZDer o)
= (fiz,maf, Der)ZDer ' F3(ZDer o)
= (

. fiz,maf, Der)Fs(o).

Définition 4.4.2 Soient 0 = x1...x, € Sy, et {i1,...,in} = [N\PIX 0, iy < - <'ip.
On définit le mot Z Desar o par : Si ZDesar o = ...z, alors

(Desaro)™t =uaf ...a}

b =0 sii & {i1,...,im}
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Définition 4.4.3 On définit I'ensemble SP*" par

Sr?esar _ U Sh(onfmv)’
(m,v)

la réunion s'effectuant sur tous les couples (m,v) tels que 0 < m <n etv! € K,,.
Proposition 4.4.4 Z Desar est une bijection de S, vers SPesar,

Preuve. Par construction, Z Desar est une application de S, vers SDesar,
Soient w € SPeer et g € S, telle que (PIX o, Desar o) = (Zerow, (Posw)™) :

ZDesar w = o.

O

Soilent o € S,, et w = ZDesaroc = xy...%,.
D'une part, i € IDESoc < i¢ PIXo+1et o7'(i) >0 (i +1)
sSr,>letx;>r 1< 1€ DESw: IDESo=DESw.
D’autre part,

pix o
mago = E 1 — E 1 +1maj o Desar o
i€PIX o i=1

zZerow

= Z 7 — Z 1+ maj o Posw =mafzw.

1€EZerow i=1

On définit la bijection F} : S, — S, par la chaine suivante :

_ Sn N Sgesar _ SnDesar _ Sn

3 Z Desar F3 , ZDesar™!
g — w — w [d g .

Proposition 4.4.5 Vo € S, (piz,imaj, Desar)o = (pix,mag, Desar)Fi(o).
Preuve. Soit 0 € S,,. On a :
(piz o, imaj o, Desar o) = (zero ZDesar o, maj ZDesar o, (Pos ZDesar o)™")

= (zero F3(ZDesar o), mafz F3(ZDesar o), (Pos Fs(ZDesara))™")

= (piz ZDesar~' ¥3(ZDesar o), mag ZDesar~ F3(ZDesar o)
, Desar ZDesar~' Fg(Desar o))

= (piz F§(0), mag F}(o), Desar Fj(o)).



26 Transformation F3; de Foata-Han et applications

4.5 Démonstration de I3 o DW= DWW o F}

Soient w € SP" et o € S, telle que : (FIX o, Der o) = (Zerow, Posw).
Soit o’ € S, telle que o/ = DW¢(q) :

(PIX o', Desar o') = (FIX o, DW(Der o)) = (Zerow, DW (Posw)).
Il existe w’ € SPeso™ tel que :
(Zerow', Posw') = (PIX o', (Desar o')™') = (Zerow, (DW (Posw)) ™).
On définit la transformation dw : SPer — SDesar par
dw(w) = w'.
Proposition 4.5.1 dw = ZDesar o DW'¢ o ZDer~! est bijective.

Comme Zerow = Zerodw(w) et
DES Posw = IDES DW (Posw) = DES (DW(Posw))™! = DES Posdw(w),
alors Zero Fs(w) = Zero Fs(dw(w)). D'ou :

Zero dw(Fz(w)) = Zero Fz(w) = Zero Fs(dw(w)).

Part ailleurs, Pos dw(F3(w)) = (DW (PosF3(w)))™' = (DW (Posw))™" et
Pos F3(dw(w)) = Pos dw(w) = (DW o Posw) ™.
D'ou :
Pos dw(F3(w)) = (DW o Posw) ™ = Pos Fg(dw(w)).
Par conséquent :

(Zero dw(Fg(w)), Pos dw(Fg(w))) = (Zero Fa(dw(w)), Pos Fs(dw(w)))

et
dwoFz=Fzo dw.

Ce qui implique :
ZDesar ' odwoFso ZDer = ZDesar t oFg o0 dwo ZDer
ZDesar~' o ZDesar o DW'¢ o ZDer~' o F3 0 ZDer
= ZDesar ' oF3 o0 ZDesar o DW'¢ o ZDer~' o ZDer

DW'" o F} = Fy 0 DW'"*

Proposition 4.5.2 Le diagramme suivant est commutatif :

DW loc
S" SH

F:}T F:,QT

DW loc

Sn - Sn



Conclusion

L'équidistributivité des statistiques ou des n-uplets de statistiques sur le groupe symé-
trique nécessite soit |'utilisation des bijections classiques, soit la construction de nouvelles
bijections. Mais il n'est pas toujours facile de trouver de telles bijections. Souvent les bijec-
tions trouvées ont été construites par induction, c'est le cas de toutes les bijections de ce
mémoire, a I'exception de la bijection DWW. Nous avons réussi a trouver les formes explicites
de certaines d'entre elles, entre autre, les bijectionss CHZ, ® et F3. La détermination de
ces formes explicites nous a permis de faciliter la démonstration de |'équidistributivité des
uplets de statistiques qui était I'objectif de ce mémoire.

Notons enfin que la bijection F3 a encore une autre forme plus simple. Elle peut &tre définie
comme suit :
Soit A une proposition :

xX(A4) =

Soit w = 0™ w0M2w, . .. 0w, 0™+, Posons

1 si A est vraie
0 sinon

€1 =0, €1 = X(Mps1 > 0)

€ = X(L(wi—1) < F(w;)), 2<i<p

puis m; = m; — €.
v = wws . .. w, peut s'écrire v = wyw, ;... wiwy ... w, ol

jwy| = des wy, + x(Mpy1 > 0)

(wi| =desw; +1, 1 <i<p

jwi| = |wi| = [w], 1<i<p

On définit :

/ / / / / ! / /,
F3(w) = 0™r+1w,0™r ... 0200} 0™ w 02wy . . . w07+

Ex:w=000312772001 3.
m1:3 m2:2 m3:O
61:O 6220 63:()
jws| =0 fuwy| =3
wi| =3 |wy| =2
F3(w)=0031200077213.
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Conclusion
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